07

%

- : _3.. I
Uno de los grandes éxitos de la teoria Q?/a rel; r?i est@Vda de Einstein fue la
unificacion del campo eléctrico y mag Bico enyna %nt/da@-dua/ que dependia solo
del movimiento relativo para d/st/nto bserva esé. ;Q
Ya a bajas velocidades, cuando veloci esQran uefas con relacion a la
velocidad de la luz, se conocia gée de /e@ d tado de movimiento podian
aparecer campos eléctricos y n@gnet/c@/* abidl, tescubierto algunas relaciones
de transformacion.

Desde muy al principio era &nocido « qt{e se \prog@ician magnetizaciones aparentes en
dieléctricos que se desp@aba ebld@ a /as, corrientes convectivas de las cargas de
polarizacion, y po/ar/zac@’nes /das ai;mowm/ento de magnetizaciones.

Mas sorprendente fue el Gﬁcubr/m/entd@bor Fizeau del fenémeno de que la luz
parecia sufrir un ca elocidad qygﬁdo atravesaba un medio dieléctrico que se
desplazaba, y qt@?depe ia del angulo’ que formaba el rayo con la direccion del
movimiento. Sim‘a@b , el experimenta de Michelson demostrd posteriormente que
la velocidad uzgera la misma parg odos los observadores independientemente
de su mowrmi% Ly

B G a0 ol
Las relacione Cé‘éctas de trans cion del campo electromagnético no se

conocieron en detalle hasta que Einstein formuld la teoria de la relatividad. Fue
Minkowski el primero que dio una estructura formal unificada de las relaciones de
transformacién en un algebra definida sobre un espacio espacio-tiempo vectorial de
tres dimensiones espaciales y una cuarta temporal imaginaria. En este capitulo no
utilizaremos notacion, que hoy en dia ha sido sustituida por otra covariante mas
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moderna, sin en embargo, todas ellas son equivalentes y solo difieren en como se
defina el producto interno de los cuadrivectores.

En este capitulo nos centraremos en cémo se transforma el caggpo electromagnético
entre d/st/ntos observadores en mowm/ento relativo. Especial, /_g'Peres t/ene cuando hay

do un erial mpa ne.tjb se desplaza
) la simqu ﬁgﬂad del tiempo

es un fenémeno Eomplejo g de,oen deél ¢
1 de Far ay se d@pterpretar como

re/at/wsta y qué’ nc/uso la /ey de inddccid

N

En este apartado se analizaran de forma nera/gs ef@os e@trodinémicos debido a
materiales en movimiento a ve/oada@ pequer: s@mpa@ con la de la luz en el

vacio. Eﬂ é, . \?.
Si los sistemas se mueven re/at 'mente @o Qsp@ a otro, veremos que las

componentes del campo eléctri as no son independientes y
que estan interrelacionados ent@ e//os «QJ "TD ol

Cuando los materiales tiene o/ar/za @)mo el caso de un dieléctrico, debido
a los efectos de las corr/erfé's de con&ucc n as cargas de polarizacion veremos
que surgen nuevos efectQ'S..de E gnetmaoonxaparente

Se comentard también Q‘ efec Flzea@oqﬁ el que la luz parece sufrir una aceleracion
al atravesar en un me@io dielgctrico d/spérﬂvo

Consideremos un@edzﬁﬁectnco hoéwgeneo que se desplaza velocidad constante

¥ en presencia d campo electromagnético exterior.
La fuerza de l tzrgfs define la fuerza que veria un observador fijo 0 cuando una
carga q se cgr¥velocidad wmta v & ¢ en un campo electromagnético
o
N FLS(E + 5 1)

Un observador 0 que se moviese junto con la carga la veria en reposo y por tan
observaria solamente un campo eléctrico efectivo

—

E*=E+DAB

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Para una corriente de conduccion J. en un conductor neutro sin carga netas, la
densidad de fuerza para un observador fijo es J. A B debera ser igual a la densidad de
fuerza J= A B* vista por el observador mévil por lo que debera sef,

* D '-i-ﬁ"
=B 4
0

Jue se }nueve::'.-&con da'y'v se crea por

0
B '-. zbaon-&!‘fectl d
‘ﬁ‘ o o

na=densj de polarizacién, el campo
igi por unas fuentes ficticias

. ., > =2 =2 .
aa@ao =—-V:P vy una densidad de

corriente de polarizacion Jp -—d@ﬁ/at

Por tanto, el observador rno fijo, ade a corriente de conduccién vera una
corriente de conveccion E@r el aégastre de Ia]=s@c argas

@ Q;g‘:' j, = i“ﬂv B)o

r
La corriente neta déscargagide polarlza éihjp que cruza una superficie imaginaria fija
en el sistema 0" @& coordenadas que se mueve con el observador viene dada por la
ecuacion de la b da;convectiva (también llamada sustancial)

a5 & o
dpe_oP
TLdt ot ot

Por tanto, la otra“ecuacion dinamica de Maxwell para la ley de Ampére en el sistema
fijo, teniendo en cuenta todas las fuentes de corrientes debera ser

o -

— —_ 1 aE - —>* —>* —)* - =
VAB————=u(y+J +J5) = mol J: A D)
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Como las ecuaciones cinematicas de Maxwell no dependen de las fuentes, deben ser
independientes del movimiento de la materia, y seran las mismas tanto para el
observador que se mueve como para el que estd en reposo

El término V A (P* Ad) rpretado como unaorriente de magnetizacion
&

Por tanto, un medio dieléctrico polarizade ‘I | etizacid @mueve, para un
observador en reposo se dli

Yy,
po M

. 4
junto con utzim\

por lo que al campo magn@co o@a@? sol ?ontribuyen las corriente de

Vi +V-(o0) +7-F A (P aD)) =

j ov-D - .
)=FOT+#0V'(]2+PV)

ga para el observador movil

op i/
&5 & Pyl +p9) =0
\au A 6t+ + pv)
N = --
que coincidée'&on f&/ecuacion gener. onservacion para el observador fijo

+V-J =0

&S

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Propagacion de la luz en dieléctricos moviles

Consideremos ahora que una onda plana monocromatica que se propaga por el
sistema S del observador fijo en 0 &

con una frecuencia apafente Conim COrrimis p/er ':é‘? ‘a
B =y Y @

S* que se encuentra en reposo elmaterial. &

f
Si se introduce la ecuacion de la onda p_Iis;a‘f‘en Iﬁus@ne%ﬁ

las condiciones de propagacion

~ >
~kAH 0D J:%: & = ﬁ?
Ry —w_)db B
por lo que D y B son perpendicgres a @ p? tantos a la direccion de propagacion
de la onda. &:’3’ @ é“"
Sin embargo, E y H no soé'-"perpend/ci:/a a ireccion de propagacion ya que se
verifica & §
&
- 5
- E“ - &) - %—) - — - N —
0=k- D= ¢ee=E + k¥P" = €k - E+(e—60)k-(vA B)
) Y S i H (P
0=k¢?§= 'H+,u.0“\" p=#0k‘H+ﬂ0k'(P\/\1_7))
G;" -

e dieléctrica del material que se desplaza
frecuencia w® aparente

En las anteriores'i.‘:cuac' es la constar
€ = €(w) se sygdoe qu¥ es funcién de

[ ;
El vector Po;@?@" digopagacién del fl
XG5

L - (D =
@:EAH:(———P*

de energia vendra dado por

y por tanto S no tiene tampoco esta en la direccién de propagacion k.
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Tomando a D y B como variables, el resto de las magnitudes de campo se pueden
reescribir en funcion de ellas

> 1o €\ 5 = &y
E—ED—(l——)v/\B 1‘5?

F=D S

-t 525)

Efecto Fizeau

Si las ecuaaqﬁe?-dgﬁs d eipro Q@a plagaren un material

mévil se multiplican vé

S b o k-7 -
—k /@ = —CEOE - b(l T)B
Para que estas ecuaaoneéft'eng solucgo erd cumplirse la relacién de dispersion
& & 3 2 ,
& (%g (1-59 - (2)F
& e
La velocidad de féise degropagacion de la luz en el dieléctrico, que coincide con la
velocidad de la e yfj rayo monocro tico de frecuencia w, serd entonces
35 ¢ &5 (1-)5.
% q‘ vf — T 1 - ?) v E
& |k
B, © B,
donde k,, es un vector unitario en la direccién k de la propagacién de la onda
. k
" k]

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Se define el indice de refraccion aparente como el visto por el material que se
desplaza

Si se desarrolla en serie el indice de refraccic a sac,)btiene

4 .i —=3 l
yla veIocidéL\dbeLase de propagacion
= 1. =
i:’_vf_ va = < . +
siendo e ,{.f’

g
Las anteriores ecuaciones dﬁ?nen Ia% ;

que se desplaza. & | E

r i
i} =
Se define como el coefigente n%de Fiziau, veces de Fresnel por ser quién primero
lo predijo, como = 8
% ¥
,P‘ R _ A o dn(w)
& &7 TR @) de
So F v = o -
AR Vr = Vo + NV
A

Evidentemen "éfg Fizeau tiene un'o
la direccio r@vimiento e
constante, la

v+ Vg VgV 1
vf—1+vf0v~(v+vf0)(1——cz )—vf0+(1—ﬁ)v
C2

Fue Fizeau el primero que comprobd experimentalmente por interferometria que la
velocidad un rayo de luz monocromatico aumenta en la direccion del movimiento
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proporcionalmente a n y al coseno del angulo que forman rayo de luz con la direccién
del movimiento.

Debido al efecto Fizeau, el incremento en el tiempo que targa un rayo de luz en
recorrer un camino de ida y vuelta /o /argo de un d/e/ecq@b de longitud len la

n? ’-'-‘F
Y & oY
Obsérvese que ' direcci®n perpBrdicdldr a movimiento

no existe ninguntefecto sobre el t/empq\ ecorric \" 'y
g "‘\-

Michelson comp&a%;por /nte@ﬂmetna _' la ;gE/ocidad > @uz | vacio es la
misma para l,4?9(:!95,\" SIS C eéﬂiente {? la cidad relativa
; ‘o

entre ellos. rr

. . ) <
Estos expen%g; fuerc OF enteﬁ'tiﬁcadgtgétaméﬁe por Einstein con
su teoria de la ri wdad restringida.

6’
‘-’e

€ ::?, -~
Teoria de Minkowsky de mpqgélgtr gnético

En este apartado se ana//zaran de@r Q[a/(;g' efesitds e/ectrod/nam/cos debido a
materiales en movimiento. 5/ S/ste se[vdeion se mueven relativamente
uno respecto a otro, veremos ge las / campo eléctrico y magnético
no son independientes y queé%tan /nteL entre ellos.

Cuando los materiales t/@ven po/ar/ZQC/ones agnetizaciones, debido a efectos
relativistas, surgen ade@as ngngos efecto y propiedades no predichas por las
ecuaciones de Maxwe & &r P ﬂ

é} Q; ~'=¢

Aunque I\/Ilnkows'&y defé% su espaoé ectorial afadiendo una cuarta coordenada
imaginaria de t\%?mp&al para deﬂnnﬂ s cuadrivectores, esta notacion ha quedado
obsoleta frent acion tensorial icovariante que es mas general, y que sera la

que se utili veces arroja ma{%ridad en los aspectos fisicos aplicados. Sin

embargo, d@:@ro @a relatividad a ambas notaciones son equivalentes.

Seguiremos el de%%rrollo que hizo Sommerfeld y Pauli para la electrodinamica clasica
de los cuerpos en movimiento, en vez de la de Einstein, por ser una notacién mas
compacta, aunque fue este Ultimo quién formalizé las importantes interrelaciones
entre el campo eléctrico y magnético en sistemas moviles con su teoria de la
relatividad restringida.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Se define el espacio de Minkowsky como un espacio vectorial cuadrimensional con las
tres coordenadas espaciales y una temporal

X (x%) & (x0xt,x2%,x3) & (ct,x,y,z) & (q‘,f)
o

Ya vimos en ted&i vectoriales!
por cuatro cgmponentes,dna tempa

)
Su vector covar se'd_e Ine por

|
o Gagh® & (Ag, Ay, Ay AFFE (1, g-h 10, - i)
Con el superindice en griego a: agz,&él n%ren}\ forma genérica a una

de las cuatro componentes de esp

Con el indice latino i = 1,2,3 no%;eferlre@ §a Iasft'bmponentes espaciales.
El producto escalar de dos ag’ wcto@A@? fine por
A Kdef@AaKﬁ def‘BO >=. _A2K2_A2K3

La subida y baja de IﬂdlC? se hge a trbves e tensor métrico

(? Q?'z" I\[a gﬁﬁ
de la forma H:E_,’? LE? Q
{Q:;; _"? K% = g%k, (K°, K1, K2, K?)
‘{G Ky = gMaaKi (K° —K',—K? —K?3)
A K, sele % @ector covari elivector contravariante K. Esta distincion es

importante | tensor métricosno-corresponde a la geometrfa euclidea como en
el caso de la teo general de la relatividad

Cuando la geometria es euclidiana como en el caso anterior, la diferencia ente vector
covariante y contravariante, es sélo de un cambio de signo de sus componentes
espaciales. Mientras no se diga lo contrario, consideraremos que el espacio es de tres
dimensiones y euclideo, es decir homogéneo e isétropo.
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Los cuadrivectores fundamentales de los potenciales del campo electromagnético y las
corrientes se definen como

A=A = (0,cA) == o]y

3s=variacionales, que La:s,‘i'écuaciones de Maxwell

Para medios maﬂieles el tens @electro_ 3
. g, -

4

&

Yy

L
Para medios homogéneos entre |os t

i

=
- aB

donde 9 =ce para las com@]enteb

temporales. Lo anterior, se pu@'e exp@

& M

&
- Pue apImgo =

S N
Los tensores en el espaci g};@\/linko%':l
con indices en grie iy
oeaF o &

oy . .
é.:Eg& 01'?02'?03)§ B —(Fp3,F31,F12)
] Q | -
‘éhb £ ‘7{01"7{02!‘7{03)_ £ _(‘7{32!‘7{31"7{21)
iy ¥

También es e é\@ibirlas como
@ = ‘7:01: y CBZ = _Eglkl‘{}:kl (0] Tkl = _EklicBl
Los tensores forma duales, vimos que se pueden definir como

1 1
T*aﬂ — ESaBWST}NS y }[*aﬁ — Egaﬁyb‘g_[ys

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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O también

CB'=Fy y E'=5eMFy o Fg=eykE

Ademas se tiene que

Todo esto es equi s variables del

campo electromagnét

Daremos la fformasexpl as de indices, ya
que seran utilizadas frecuenteme
g -E?
_| —E* cBY
Fap =\ _py ~ cB*
-E* 0
0 - E*
235
Ta - E* - cBY
FoVEY - cB? cB*
E* 0

De igual forma para Hyg ha@wdo los

&

Fup® Hop =

B z
TR T
Los tensores ant|5|métr:§bs, c@o el gen
propiedades unas pro@édad&?que ya aﬁ'

En adelante seguirefyios la g@nvencion c‘:g bindices griegos cuando toman los valores
OS

. . " g .
cudrimensionales:#,1,2,34) denotaremg s con subindices latinos cuando tomen los
valores espacial i sionales 1,2, E sigue el convenio de Einstein de sumar los
indices para t ugalores cuando aparecen dos iguales en una misma ecuacion.

Las compor@‘%%gé&campo eléctnético vendran dadas por

¢cB— H
electromagnético, tienen una serie de
amos en el capitulo de teorias dindmicas.

© gio 00 04 _ 9A° OA
- oxt ot dxi  9xO
. 0A% A
cB'=—r——
oxJ  dx*
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De igual forma, las ecuaciones de Maxwell para el vector de desplazamiento eléctrico
se pueden reescribir de la forma

D! 3 oH* oHJ

) 5 QH® i

esion para las

%

Obsérvese
identidad

. ol
isimétiico se deduce la

';_,_,-

™)

div Oé- *‘..'9"
g

c@@ m amente en las dinamicas de

DI N
es antisimétrico, las ecuaciones
gnetlco, como Yya hemos visto,

La conservacion de /a carga que y&esta
Maxwell.

Debido a que el tensor e%
cinematicas de Maxwell @‘

vienen dadas por
&
S g&
& o T

donde aByéd es u ermuggcion ciclica _oh

Las anterior ecuq%ees.é?reescribe tambi
Bl c: g #
De la anterio e C|on se deduce Je el tensor electromagnético F,z en el vacio
verifica la ecuacion

los indices 1234.

n en funcién del tensor dual como

1
0"9,Fep = = (9adp = 03Jc)

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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habiéndose definido

i; 9% & gang = gaui
0x, - H OxH o

por lo que el operador dalamkb

o
gue es un invariapiés de Poincaré, expresa
O

La solucién {de la.anterior ecuacion adecuadas nos

Si se separa las iendo en cuenta la
definiciéon del tensor eIectromagnétig" Fop T

potenciales en erac?o las ecuaciones ;;9 .
e ¢ L O
2 192 .y
2 ot

&

Puesto que las A* estan @n
tomar el gauge de Lore %:_ 8
o

S

obtiene para los

6'3} ¢
P o |
. SO i o
con lo que la dala_@ertla para los potenciales se reduce a la expresion
<, : 5
S5 5 w2

S
Sienla eo{%’ﬁggﬁa el tensor eleg

los campos E § Bise obtiene las ecuaciones de ondas en el vacio
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Asignaremos las componentes de la densidad de fuerza de Lorentz la parte espacial
de un cuadrivector

f.=p(E+BAE) o
i
y la energia eléctrica d|5|pad oV E. coMmQ.su cuarta compomg'n&fe temporal

o) - E -_é.

¥ F§ 2
S LR
¢ e
Debemos hac observaoon de quesgolo y re d un cuadrivector
covariante ante las transformaqones reI |stas r @

-

representadas por - Q Q
g"c’ S5 Y

C
Reagrupando las anteriores ecuaoon&'las ec@( d xwell con fuentes y las
leyes  experimentales que las d en, c%l lagshota@dn de Minkowsky vienen

oy "
oy
Fop = (04Ap — 0pA,) &)a, @ l@nlm el tensor electromagnético
o HF
Frai gk L{ﬁie Coulorr&) + Ley. mpére + conservacion carga
¥
9F b g & A . »
Frrae &b ~>'Ley deé'Faraday + Ausencia de polos magnéticos
¢ W
&=
F* =yK©« %Jﬁr;.b Fuerza q& Lorentz + Energia eléctrica disipada

Ley de la conservacion de de la carga local

spueden construir los siguientes invariantes de

© 1
> FapFF = E? — c?B? 7 FapF P =cE-B
1 = o 1 S o
Eﬂaﬁ}[“ﬁ = ¢?D? — H? Z}faﬁ}[*“ﬁ =cD-H
1 T | S oo .o o=
> wpH®¥ =cE-D—cB-H > apH* P =E-H+c?B-D

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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La densidad lagrangiana electromagnética vendra dada por

1 1 = — - —
Lom = nya,;}[“ﬁ = E(E-D —cB-H)
&
Estas magnitudes, respecto a.eualquier sistema inercial céﬁ movimiento relativo

o

-

tema, seran ﬁmbién perpendiculares o

N CL ma de fercia, t sucede en la
" Fe O?C@!

electromagnétices. "\ s

&

e "‘Eﬁ;@n sist@lbf:|l @e E =0 y solo
& FS L

",
te un ‘systerdaden B'=0y solo
Z % %b’ e exi§f&’un sistema.

<
Si es E-B=0 og%
conservaran su | ac
propagacion de las ondas

Si ¢2B2—E? >0 en un sistema, ento
existe campo magnético.
o : _fﬂl 4]

De igual fo a,ﬂfs?‘

A

=

'
. s o DS o
Ecuaciones de Maxwell en ng’tllos algéstacmnarlos

Es facil generalizar los resultadgs” anterigpes éara “meluir las polarizaciones y

magnetizaciones en medios dieléctdcos y n@éﬂ)s. Q

B,

Con los subindices Py M, d@)tare debidos las polarizaciones y

magnetizaciones de los materiates.

tensore iza&lOn magnetizacion

Se definen los cuadrivectore

&
_ﬁ (CP§M+]-)P
o & SR .
El tensor de poIanza;;ﬁw y nﬁ.‘gnetlzaoénﬁ' se define como
o v
& & iy
S5 7 /o
&

o o e !
FE |y

donde B, M son la polarizacion y la magnetizacion del medio, pp es la densidad de
carga de polarizacion y Jp, Ji; son la corrientes de polarizacién y magnetizacion.

"%,

—

= (=bdivP, rotii + 2
_(.,I ivP,ro at)

&

e

'

Se verificara entonces
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om*

dxa ~ M
Las ecuaciones de Maxwell en funcién del tensor eIectromagn%a'co vendran entonces
dadas por

Si definimos :..;' mo _‘?@ O\:O ‘:;f
§ 8o
S S o
=~

entonces, I@i' f ateaﬂfﬁ"sﬁlécﬁs y magnéticos

se reescribiran de la forma q?‘ &
b Py
& = a%mﬁu:Jﬁ q:.‘éﬁ .
S S
que define las ecuaciones de Maxwelkpara H y@ e medigymateriales.
_r'::'._. & n H’

Al ser M %8 antisimétrito--sg_verific® viam@ |8 ent

sctromagnético sera

+J8) — 053 + I))

&
y para los po\ti‘gae_s i
e %+636ﬂ”w+ 5= Lgpsl 0
f&l T gy In _caz(,‘7

cey 0x®

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Potenciales de Hertz y campos de radiacion dipolar eléctrica y
magnética

ﬁgf-t"". -

El potenciall de I—Erf . as de radiaciéon

electromagnética, cuand S de polarizaciones
Ju - B N 890
Consideremos tamb'tén el caso medios‘qé?nagn : @qu&ﬂ)
- M- 0 Y, % L0, b’
= Q'Y S

Definimos en este casG'losdpthen i3les elec @éti gen funcion del potencial de

Hertz por la expresion qf? e > Q@

> §$ﬁ )
gue es equivalente a las ecué)ones en vecehial
o
.
§ §iam
& oy 9==divil,

Obsérvese que Ios@ﬁnc??s verificas

U=y

y

>
e ‘Ifl'rf).-,
|

ndicion de Lorentz

Se F L 100

R . e

13{'33 & v-a ',E? c? ot
o e

La ecuacién &wb' lana para los poténeiales tomara la expresion
@g s £

& — 1 aMF
890,0,11°F + 8 0,0,117" = 849,0,11°F = T

por lo que se verificara entonces la igualdad
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9 198 = iMaﬁ
H c€p

que es equivalente a la ecuacion de ondas

e
(7

it

cuya solucién ya las
potenciales retard

El campo electrofagnético vendra dado'e

r~

9.
Si consideremes e

w, Situado en el origen
- P, )& 5(92);75.-?) >

entonces el potencial de Hertzverifigdfa ecuq@n@ Helfﬂho
FL S

(Vz +£)2) e, ¢ S B3

&
Aplicando la funciéon de Gre&h retardﬁ
dado por &
r

&
LS 1l
Agﬁ: —r
W B2 Ot

El campo electromagnético de radiacion serd entonces

MW=
R, 1 wo Zel(Tlxl_(‘)Ot)
—V/\V/\HP—47T€0(T) w

o

gu/\ﬁo/\fu

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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q@wo/c » 1y los

"‘"‘dadwor

b%’ cB
La distribucién de Iaf e@e eterminada por el vector Poynting
S?h € tﬁi c?€gErqq A I __ @ Gund?

- qu'z.d \:? 0Lrad NPraa (4m)2c3e, |72

Si integramos %mjoébre una esfera -. radio [X| = R, poniendo
@%‘J q‘a- Ry a * d%sen?(0)
obtenemos @?’
qu’Z anZ ﬁz

Sraq + dS = —————|S,0q| 2msen(0)d6 = =
% rad (4n)2c3eoj€| raa| 2msen’(6) 6me e bmeyC3
5 5
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expresion que ya fue ya obtenida en el capitulo de teorfas vectoriales y espectrales,
por otros procedimiento distintos.

Consideremos ahora de un medio solo magnético en que o

Definimos en este
Hertz por la expr;

lo que es equivam&a
i %

& ]
La ecuacién&l&ibertia 3

£ .
% .Q? ) o ;
Los potencialeS v@hdran dados en este caso por

b J-C) /\771) iw 1 (W0~
A(f, £) = u 0 ( _)0 — )ez(TOle—wot)
4dmce, \clx| |x|?
1 lwg 1 i(ﬂlﬂ—w t)
J_f,t —— == — 55 X, -mge'\c 0
4G 4mce, (clxl |x|2) wo o

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Tensor de energia impulso de Minkowski

El tensor de energia impulso del campo electromagnético se define por

&
T — : HB _ saB ig.[;wg:mI {i?
: > B ;
La densidad de fuerza de T‘\* da vendra dadaﬁor

; . Ly
L |" &y »
I & v

]

3 ) gl . P
Obsérvese que ftiene el signo inveftido '\‘ pect otras@éfig%’ones habituales
del tensor energfa impulso Tf‘ﬁ . Con esta c¢ 'er}§6n, K+.Bs tasfuerza ejercida por
%ma d p@ria@ndo ambos
)
&

sistema del ca electrom
| ten d,&nergstimpulso de la

forman un sfst@mgﬁisla

materia por|ser el con i e debe &br (e )
¢ o RIS

o lo que lo mismo
= —"ﬂ?ﬁ 245

que es una expresion equivalenta”al priepi acclBd y reaccion, ya que K, es la

. 2
biﬁ ca electromagnético.
WEPr e la impulso seran

T = w, =£’(B-§,-‘+ﬁ-3ﬁ: ITCj = T = E'DJ + B'H/ — w,

1 1 ; i
Tt = E-.%CE‘ —éﬂﬁ/\H)l *A\ T =cge = —-(DAB)

De forma explicita las compﬁntes del

FETT,

P

Donde w, e eq@ad de energia del.campo electromagnético, S, es el flujo de

energia, y /&6 lensidad de Wde/ campo electromagnético, por lo que
existe una relacignyde proporcionalidad entre ellos.

El tensor de energia impulso se puede esquematizar matricialmente de la forma:

T“B=(w §CZC)=< w S/c )
¢ Cg)c _TM CB/\E _TM
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siendo T,/ el tensor de Maxwell

Obsérvese que la suma de los elementos diagonales es nula

Tcaa =0 ,g’

y que, ademas

energia imptilso.

_ . S,
T. es la generalizacion relativista, d@ tensc& bﬁfue@; de  Maxwell del

electromagnetismo clasico. 3,-* -~ Q? S
Obsérvese que, incluso en ausencia argas&isé%ie una tension debida a la

presencia del campo ‘electromagngtico, delfdla BLqu campo electromagnético
tiene asociado una densidad de mem‘@ a@ e D)
w

Solo en el vacié o fuera d ateriale% ctrig@$y magnético en donde e = ¢, y
= g €S & §
by
N
-.\'-:._-"3’} go =5c/c?
@ TR ) .
y se encuentran relaglonaddsicon la densidad de energia por las relaciones

o .8
El campo e@émagnético pose ia y momento localizados en el espacio y,

como veremos agieinds posee momento angular. Por esta razon al tensor de energia
impulso se le denomina también de esfuerzos.

En el caso de presencia de medios materiales las ecuaciones de Maxwell, como hemos
visto adoptan la forma

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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g
En presencial de material i es i rico@'que da lugar a
la existencia de mome

en\%*n so@wy pequerios y
dificilmente‘gbservables.

~ X
La densidad de:momento lineal'en prese@% de $ria§tom$ expresion
€

.. =
R - | .b
j = KB = i
- & &
. i F2) <
La anterior teoria de Minkowski para el cagey d ed;@ ateriales no fue aceptada
por toda la comunidad cientifiga; debi TByasim@lyia del tensor de energia en
medios materiales. Para alguos ci /q@ la Bxfrapolacion de las ecuaciones
mediante las constantes hamogén os eriales €,4, no son mas que
abstracciones sin realidad f/’@i7 i

WFrETy

Durante mucho tiempo.$€e ha utilizado una simetrizacion del tensor, no aceptado
tampoco por todos. Sinsémbargo, act@alme te se reconoce que realmente la Unica

exigencia que se deb@oone;ﬁﬁ tenso'r;d%nergia—momento en la materia, es que la

fuerza de Minkovvstgp‘ K ?@roduzca la 4afg{erza de Lorentz correcta sobre un volumen

de materia. 5-

k- )
%

es que la teoria presentada no es totalmente
covariante. Vergos @a’s adelante que_.%xisten otras formulaciones alternativas mas
rigurosas, ¢ lalformulacion._ relats Sta covariante que profundiza mas en la
estructura le&fromagnetismo’ Sim.embargo, las constantes de las ecuaciones de
constitucion (pe@;eabi//'dad, constante dieléctrica y conductividad) tienen que ser
definidas en el sistema con el material en reposo, y la formulacién covariante de
dichas constantes es demasiado compleja.

'S é
Otro argument: sg?aa en contra €s

Para Mobller, la asimetria del tensor de energia momento electromagnético proviene
que el sistema no es cerrado energéticamente, ya que se esta realizando un trabajo

Enrique Larrea Bellod
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pv - E sobre la materia y se esta generando calor por efecto Joule. Veremos en teorias
covariantes que esto hace que haya que modificar las ecuaciones, y que el tensor total
del sistema cerrado es simétrico con divergencia nula cuando se tiene en cuenta la

parte de la materia. ‘{?

Para los medios materialesghOmMOgEneos;, siempre ha ex, iido un debate sobre si
algunas de las expresioné: ; una realidad fisica, aparte de ser una
herramienta matems N matematiea de prob/ema.s como es el
caso de las corr/e Ite 1 ac:on perfICIa 95 mas adelante

La complejidad a
se puede ver eﬁ{u ap//caggm-
uniformes, en~que_las

significado ?/mple‘ge

mowm/ento
imi s rectilineos
s If.a_emno tienen el

Se analizarél-toggestoqo detalle-e scoéhantes
- -lh

- S &b

g
' /]
Ecuaciones de Maxwell (?h mgyllg? n@eriales moviles.
Relaciones de constltuafih de Minkow

Veamos ahora como se transfofian /as%u@nes@ campo electromagnético al
pasar de un sistema de refe cia S ,&@ro ‘que se mueve con un medio
ire

material a velocidad v resp o as, n del eje x'. Este problema fue

analizado  primero por tein en “su ori la relatividad restringida. Aqui

emplearemos la notaoor;?de M/nkowsky, quiremos el andlisis realizado por
“' I.

Sommertfeld. é? o ;

En el caso de que I&&Bte S se d_es jce con velocidad uniforme v respecto al
sistema S, el paso las @oordenada; de un sistema a otro viene dado por una

transformacion d@orent iy
33 é
A A= LA
o -
Siendo \a‘: é"ﬁ -
X & By 0 0
o —|=By v 0 0
b 0 0 1 0
0 0 0 1

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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O de forma explicita

En el caso de que la velocidad tenga u 'L.“. e
de transformacion vendran dada;ﬁ)r I

=
Donde Ay y A son Iﬁroye@on
o i

Por la conservac_'@s' de carga, paraj un pequefo elemento de volumen sera
dq = pdV = pyd)fs, donge p, es la densi

Ny .
gue suponemo esta en reposo. La ¢

entonces p =gy y ld®orriente | = p :

L T
Las ecuaci&% ddej\/laxwell en el

material, se escrigf}én de la forma

. -~ .. 0B
V-B=0 VAE = ———
ot
V.0 =p  GaR =]+
=p = ar

Enrique Larrea Bellod
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junto con las relaciones de constitucién

D =€k
B = '3
=)

ond *. erial en reposo.;F .
| (@2 A
Considerando Y FUP, asi como' el resto e las efigfes matrices y
cuadrivectores, sg'tra ante una t rmagign de L@ﬂ@f la forma
‘.- Q w
. ““uq. 7& y *-‘-9 <
r—— A LS o
& YL
se obtienen a-partir de i aci&%s*trapgormacién de campo
electromagnético entreel sistema ijoSy‘é\iste o& S
C ) - 3 @
e D &
y—-DFE Lo N

Estas expresioneszse sigiplifican si se
perpendicular i?ién de movimie

&

% %‘q‘ 1 B : N =1 - =
E”@ +17/\B)"=E” EJ_=)/(EJ_+U/\BJ_)
N - 1, . - 1,
cB||=(cB—Ev/\E)”=B” cBl=y(cBl—EvAEl)
. - 1, R - 1., .
cDy = (cD +EVAH)” =D cD =y(ch+Ev/\Hl)

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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donde por || se representa la componente paralela a la direccion del movimiento y
por L la componente perpendicular.

=

A través de las relaciones de constitucion en S definidas pos D = ¢E B = uH,
ético visto desde el sistiﬁma S serd

) L 4O
— [ i‘nh"" = v — & S 2.
b= P LY | ) §H_C_2U'Ev>>
oy |\ ‘o Y
S o Y
Ja.EoHo €2
Esta ecuacioﬁ?ﬁ@azon

AE

- O
En componentes paralelas y pe [ Qa (Q‘i\\ccién del movimiento, las
vacidfpadoptan la forma

3 By =
e'él'“"‘wv2 8 L =
(1 ——b;c—z =e(k—E, + (e — €opo JUAH

@ L

g W
(v;:“”eo z)L=#(_5\C—2)H¢+(6M—eouo)ﬁ/\E

oo

e

)—\

Q L
Asi mismo, de"ﬂgc lones que relacionan los campos con J,P,M obtenemos las

relaciones de sfQiacion para las {densidades de polarizacion, magnetizaciéon y
corrientes a&é& en el sistew

© = 1/ € v
P=(e—¢y)E +—< s —1)—2/\B
H\€olo ¢
_,_(1 1)§+1( )ﬁ/\E)‘
ol i €1 — €oto)
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O también de las relaciones de transformacion de M *# se obtiene

Esto nos confirm
como ya hemos;

Vemos la complejidad
electromag '&cas en
simplifican Jotablem'
B, en el sistema fijo y en-e

o s &

Sin embargo, ya hemos visto que - czﬁa-y % B dos invariantes que se
mantienen en la transformacion-algpasar d&un gfte otro, junto con la otra
condicién invariante de-que se nteng@/geﬁes componentes paralelas al
movimiento. e <

w
El que el campo eléctrico yamag ﬁ +$n [Bférrelacionados a través de las
anteriores ecuaciones de tr, forma la n contribucién de la teoria de

relatividad de Einstein, qué:'demostro tqu la tricidad y el magnetismo estaban
unificados y que son n@n/tuﬁf qua dep, diendo del estado de movimiento del
observador se transfornzgh unQ‘_ otrah

Qa-
La aparicion de un #&rminéde po/arlzac?bn —vAM debido a una magnetizacion

movil, es un efectplestrict, rbente relatlﬂiﬁfa aungue su magnitud es pequeha para las
velocidades hab/lﬁa/es _"? ;ll

De igual form rizacion al des,
vista desde tema fijo respecto-al

generadore@% in@ccién unipolar:

zarse da lugar a una magnetizacion yP A B
| se desplaza, y que es observable en los

Estos fenémenos@ueron confirmados experimentalmente por Roentgen y Eikhenwald.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Corrientes inducidas por materiales maviles y disipacion de
energia en sistemas abiertos

Puesto que J = (cp,)) se transforma como un cuadrivector, I_{Erdremos

o

O también

Aunque sea p, cero en-el sistema S* que A‘ iﬁb pam&a respecto al cual se
]

encuentra en reposo, sin embargo, en €Fsistem Qﬁ/} p . Por ello, la corriente
], se puede descomponer en una riente &' ec J, ¥ una corriente de

conduccion J. il ‘3’

] ]@lﬁ}c f@% YPo@“]c

La aparicién del término p® & la co
que produce un campo mag@tico, convgj

J"‘

"‘33 / a una corriente de conveccion
co efecto Rowland.

Si en el sistema del mater@m ovil 8 n
de conduccién o

s netas p, = 0 y solo una corriente

y por tanto @)
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La densidad de fuerza ejercida por el campo viene dada por

K& = —0pTF = F%gF = (J-E,pE +] A B)

Su componente espacial es la fuerza de Lorentz é’
g
La componente tem compone é\ el trabajo_mecanico f, -

§! eX/s . Veremos

Evidentemente

mas adelante~q Q,,s re e/ sistema
fijo y mavil. -‘ 2 | | . ! q:b <

Segun Moéller,_el tensor.'de energia i en @T aterg/es no es simétrico

debido a que el sistema no es.cerrado y™hay u gisigacion Reeversible de energia
Q; # 0, y por tanto, hay que consider. ambie or désenergia de la materia,

de forma que la divergencia del tenso&?e eneria dctslste otal cerrado sea nula.
Todo esto se discute con mas defall@@n el ca I@e tei'as covariantes.

En la formulacién de I\/Imkowf el c r % orriente  puede se puede
descomponer también en una%’ e co ivagy otraycenductiva
G
d-" J Je

Vemos que J, es también un cuadrivector al serlo Jy U.

El que los cuadrivectores de fuerza del campo y la velocidad no sean ortogonales, es
una indicacién de que el sistema no es cerrado,

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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g?c.ﬂ=(f.j).ﬂ=_(f.ﬂ)j=_§‘.jc‘=—Q‘]
y de que hay una transferencia de energia desde el sistema del campo

electromagnético al de la materia, que este caso es equivalen;é?a la energia disipada
por efecto Joule en la materia. s &

255

2%
3 %e
%

3l

ol
Il
1
Nm
>
X!

|
8(62 -
>
X
’, '1l EFEE T ey

t"q?

W
8

Obsérvese que eru;é"'ste O para pasal

XoXyveo —_% 7
. N @ . . . >
Las anteriores é#es estan de acuerdo con las obtenidas la primera seccién por

razonamie cados. ﬁa}
A partir de las*a inores ecuaciones de transformacioén, se puede comprobar también
que la fuerza de Lorentz tiene un origen relativista. La densidad de fuerza eléctrica en

el sistema S° que se mueve con una carga respecto a un observador fijo en S, se
transforma como

>

fi=pE o f,=E+DAB
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Por tanto, se puede considerar la fuerza de Lorentz como una transformacion de
Lorentz de la ley de Coulomb.

'3
T . &
Campos aparentes efectivosien matenalgimowles
. 't--____ __::....-}\\ b .

? un sistqﬁa fijo respecto al cual se

cuaciones Jdde  trahgfopntacion  pueden
G

ecuac
at -.Japa‘[gb un c@po.electromagnético

A o O
& 8o

reinterpretarse UL
aparente que vi

En la ultima ecuacion, el se'gunfrmin efecto dipolar, asi como en
la primera a es debida a un efegto Far ican por la fisica clasica. En la
tercera ecuacion, el segundoa’érmi
relativista IS

. - . . . Y, .
La corriente | SIemprqﬁ &ene un 'signific fisico concreto, Sin embargo las
- = = — 5 i
magnitudes E,D, B, H, tie una mter
9 b tegd s e

FETT

- = — q.' T | . . pn Yy . .
Segun Moller, E,, Dgfz, H,%on las ma nitudes con un significado fisico medible en
el material que sgdes gi*resentan la fuerza experimentada por una

plaga. E, y Dy e
carga de prueba é%yna vidad /ongitu
De igual fori {'Ba g‘ia representan. fuerza sobre un polo magnético en una
cavidad tra | tongitudinal respectivamente.

Por tanto, Igﬁelﬁénes de constitucié

al y transversal respectivamente.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Todo esto se puede ver mas claramente a través de las relaciones de transformacion
del cuadrivector de fuerza de Minkowski, cuyas componentes son magnitudes
fisicamente medibles.

Estos cuadrivectores tienen po’f:tbrﬁnente @ Iy

257

=]l
Q

I
[ »°
=1}
<
!

ey
a |
(

g
I
<
w5,
=
s

Vemos que(%/m > E, D, B, M intensidades de fuerzas que actuan sobre
cargas y polos rdgnéticos en reposo en un sistema S', y como son cuadrivectores
relativistas, corresponden también a observables fisicos en el sistema S que se
desplaza con velocidad —v respecto a S".

Es importante observar que como las ecuaciones son lineales los campos son aditivos.
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Si hay varios cuerpos separados moviéndose con velocidades diferente, esta aditividad
se mantendra. Las formulas también seran validas si las aceleraciones son pequenas.

El origen de la m
dieléctrico, ya fue Ustii

- > +
A, b
lo que se puede mterpretar como la @arloo ma izacion aparente

IS 1? v A
Otra forma de ver todo esto, como hemOQStq;;r‘I S eI sistema S* en el que
se encuentra en reposo el'materialdnagnétige” 1a gme@. de conduccion . da origen

en el sistema S de observacion a @fias ¢
R

Las corriente de conducoon se tra@r enfsambos sistemas de acuerdo con
los cuadrivectores relatlwstaé&

.{'.'?fn%'la‘r.rrr

7

-...
y de forma general 1::? .,\-é?
&

s
f:.:? ‘g?jc = ( %}’ 1
Sy

y B - —>
R A
- ..i.
donde v es la ve a | desplazamiento.
A L
Una corrient; ugske mueva en un’drcuito sin carga neta aparece al observador
externo co carga aparw
& e
@) = Ys.7
Pec = _2 ]c

por lo que si la corriente es cerrada, como en una espira cuadrada, esto da origen a la
aparicion de cargas de distinto signo e lo largo del circuito de acuerdo con del angulo

de B y J. que generan un dipolo eléctrico.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Por esta razon, un dipolo magnético m asociado con una corriente cerrada, al
desplazarse da lugar a la aparicion de un dipolo eléctrico

1
j=—vAM =
P=2 {?
. e _.-' - . . . — i 'tq- . .
Como en un material magn la_maghetizacion M se E;Qede asociar a corrientes
. L. -~ - h ; " &
microscopicas, la anteriof-expre generali ablea g

ducida es de

o

Sin embargo debido al término c? en e}\ ifia@r, la p@ga@qpr
una magnitud m pequeﬁa.wﬁ.,uﬁ._
o Wy,

| e, ™

- o S
Efecto relativista'de
La aparicion de una pdiérizacidh apare u@jo L@'nateria/ magnético se

. [ ’ 1‘} ¢ ..
desplaza tiene una causa mas comp/@ y se d&'b,e aﬁ efisa're/at/wsta.
Un aspecto mucho mas sutil de-estgietecto ugsi cofsideramos las cargas que se
mueven en un circuito cerrado comp en el @so n lo magnético, los intervalos
de tiempo relativos entre los sistgmas en@e fyencubtra fija la espira y observador
que la ve desplazarse son distintos rel L’G@ent ‘dependen de la direccion de la
velocidad instantanea de la c@]a res, velgg/dad de desplazamiento.

Esto hace que los flujos n@s de /as'c%zrga Vi para los distintos elementos de la
espira sean diferentes, /@,b’ue ség/ integrase a toda la espira produce la creacion de

N

un dipolo eléctrico netozr é..: _,ﬂ‘
Si una carga se ml@@ en‘@ina orbita circular que se desplaza segun el eje x con

+ o), Tosen(w't + @p)

7,

S = cos(a)‘§
las ecuacioneg é{rgﬁformacién de Lofentz para un observador fijo del cuadrivector
T

(ct, %) seré&r}r\i QE‘} U

Gt = (o0 +20) =y (e0 + Zrycosre +)
(

. .I‘b &.
velocidad v N+ *&
& & ¥

v v .
x=y(ct +Ex)= ylct +Er0cos(a)t +g00))
y=y =rysen(w't + @)
z=2z
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Puesto que
dt (20N R
— =y <1 ——rysen(w't’ + (po))
dt c? i
. . . . i
y los periodos en ambos sistemassestaran relacionados por _QEJ

O
&
2

6 x de@e'carga vﬁo@el observador
= S
AR

Entonces el desp
en reposo sera

B, ST ar 200 @
f_ﬁf““"‘ 0 S {4
lo que produce un‘diolo a q?{ﬁ ém

; . S o' 8]
A o0 — qgﬁh % § E}"
& \
Como el dipolo magnético es g 3 R g
. QO SN
& (9 I00.Q qu,
n IS
vemos que el dipolo eléctrico cﬁéo r@e@ reldsisn

Con este ejemplo, lo Qe se ha-querido-demostrar es que una aplicacion estrictamente
uacig&s de transfc

operativa de de /aéf rmacion relativistas a las magnitudes del
campo electromagh ticingunque da los

resultado correctos, a veces esconde los
procesos fisicos r@ quesson el fundan E to de fendmeno.
la :E:: byace en el fenémeno de que los intervalos
Or-estacionario son distintos y depende de la

meVimiento de translacion.

En este caso, cion aparente.
de tiempo la @rga y el observa

orientacio’n(%su yElocidad respec
©@

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Efecto relativista de la ley de induccion de Faraday

Para un material magnetizado que se desplaza uniformemente a velocidad constante

se verifica ademas ,g?
4
1., - A
=z @5%’
. L
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derivada total conectiva que degra ser,
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Vemos por tanto,'g.fil"e traé’a ley de in
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Represeéntacidn convectiva de las ecuaciones de Maxwell
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cion de Faraday se esconde un sutil efecto
iempos y de simultaneidad relativista

Una forma de interpretar formalmente los anteriores resultados fue ideada por Pauli

en base a la derivada convectiva DX/Dt, que es un concepto Util que nos permite
analizar las ecuaciones de los sistemas moviles
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Los significados del campo electromagnético

La variacion de flujo a través de una superficie que se desplaza con velocidad ¥ se
puede calcular por medio de la derivada convectiva
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Con esta notacion, la glele electrome@'ﬁético respecto al sistema
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Las ecuaciones de Maxwell en su formas: I@eyes@Faraday y de Ampeére

estan también repre@eﬂ{adas por

donde J, desempefia el p de un rente en S.
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Obsérvese que sé/o‘?s efg&va la cotrier te de conduccion J — p¥, y que ademas

DD /Dt desempe_ﬂ_cé.“e/ pa@’/ de una corrie
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y sus transformaciones histdricas. 22ed.



